Cok Degigkenli Fonksiyonlarda Diferensiyel

e Bu teorem en genel halde de dogrudur. Yukaridaki sartlar altinda
(4.21) esitligine Cauchy degigmezlik kurali denir.

4.22. Ornek. y= f(z) =22 g(y) = 9°, zo =2, vedz = 0.2 icin
4.36 Teoremini dogrulayiniz.

Ciiziim : Verilenlere gore
yo = f(zo) = f(2) =4, dy = f'(wo)dz =2.2.0,2=0,8

ve

dir. Buna gore

(dgyo o dfyy)(dz) = dgyo(dfa:o(dm)) = gl(fl(mﬂ)dm) = g’(4)'01 8
= 3.4%.0,8 = 38,4

diir. Diger taraftan h(z) = (go f}(z) = g(f(z)) = g(z?) = 2° olup
dh{zg; dz) = h'(z)dx = 6.25.0, 2=2384

olarak ayni degerdir. .

4.2, PROBLEMLER

4.2.1. Asagidaki bileske fonksiyonlarin kismi tiirevlerini hesaplayiniz.
. 2 2 s

a) w = xy olmak iizere z = f({u), b)u = z*+y* olmak lizere z = f(u)

c) u=ax+by, v=czr+dy olmak iizere z = f(u,v)

d) u=2z+y, v=r—y olmak iizere z = f(u.v) = 2uv

2 2 P s ‘1.

4.2.2, v =2°+y°, v = xy olmak lizere = = f (u,v) fonksiyonu veriliyor.
Zzy tiirevini hesaplaymz.

4.2.3. u =2z +y, v=x — y olmak lizere z = f (u,v) = 2uv + u fonksi-
yONUnun zg, 2y, 2zz, 2zy tlrevlerini hesaplaymmz. Bu tiirevlerin (xg,yp =
(1, 2) noktasindaki degerlerini hesaplayimz.

424. u=ay, v=2zy —x, w=2z+y ve z = f(u,v,w) = 2uvw + wv
ise zz ve zy tlirevlerinin (xg, yo = (I, 1) noktasindaki degerlerini bulunuz.
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4.2.5. Asagida verilenlere gore h = gof bileske fonksiyonunun belirtilen
tiirevlerini hesaplayiniz.
u= fi{z) =3z
(a) v= falz) =2 +1
i bulunuz (f = (f1, f2)).
u= fi(z) =z*
(b) v=falx)=(w/2)(z—1) ve glu,v,w) = u?cos(vw) ise
w = f3(x) =2z -3
xp = 2 de dh/dz "1 bulunuz. _
(c) u=f(z,y)=2’y—3 ve g(u) =e* ise(z,y) = (2,1) de Oh/0x
ve Oh/0Oz 'yi bulunuz.
(d) u= fi(z,y,2) =2z +3y+z
v = fol,y,2) = zylog 2
icin Oh/dz, Oh/Oy ve Oh/8z yi bulunuz.

4.2.6. Problem 5 deki tiirevleri, h = gof blegke fonksiyonunu bagimsiz
degigken(ler) cinsinden yazarak hesaplaymniz.

} ve g(u,v) =u+u’vise zg = —1 de dh/dz

} ve g(u,v) =utan 'vise (1,1,e)

4.2.7. x,y,z,v ve @ nin bir biri ile olan irtibat:

x=rcost
y =rsiné

} , 2= f(z,y)

denklemleri ile verilmigtir. Gerekli tiirevlerin meveut oldugunu farzedelim.
r # 0 olmak tigere

(Fo? + () = (1o + 5 ()

oldugunu gosteriniz.
4.2.8. z=rcosf, y=rsinf ise Problem 7) deki teknigi kullanarak

, 1, 1
fma: + fyy = frr -+ ;fr + T_gff)ﬂ
oldugunu gosteriniz.

4.2.9. fi,favegninu = fi(z,y), v = fo(z,y) ve z = g(u,v) denk-
lemleri ile tanimlandiimi farzedelim. Asagidalki tiirevleri hesaplamak icin
zineir kuralim kullaniniz.

0%z 8%z
8) By? b) Bydz
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4.2.10. Asagidaki fonksiyonlarin kargilarinda belirtilen kismi diferen-
siyel denklemi saglacdigim gosteriniz (Burada gerekli tiirevierin agik bir alt
kiimede mevcut oldugunu farzediyoruz).

a) F(z,y) = fly + ax) + g(y — ax) F”_a"F;JJ
b) z = f(z — ct), +cd:r_0
o) = = f(2), | 225 -+ Yy = 0.
d) F(s,t) = f(s? —t2,t% — s?), tFs +sF, =0.
e) z=cos{z+y)+cos(z—y), . Zgx— Zy =0
f) = = e cos(ky), | 2o+ 7y = 0
9) 2 = yfla? - y?), ;3; +i% =
hYy z = f(x — ct), 5+ cd{

4-2.11. f(z,y) fonksiyonuicin fo.(z, )+ fyy(z,y) = Oise f ye harmonik
(fonksiyon) denir . f harmonik ise f(2?-y?, 2zy) nin de harmonik oldugunu
gisteriniz.

4-2.12. Bir z bilyiikliigii, = ve y nin bir fonksiyonu yani z = f(z,y) veya
© ve v nin bir fonksiyonu yani z = g(u,v) olarak ifade edilebilir. Bu iki
koordinat sistemi arasinda

r=u+v, Yy=u-—v
bagintisi vardir.

a) Zincir kuralim kullanarak z, ve z, tiirevlerini z; ve z, cinsinden ifade
ediniz.
b) a) sikkinda buldugunuz denklem sistemini z, ve z, 'ye gore ¢bziintiz.
c) b) sikkinda elde ettiginiz ifadenin, u ve v nin z ve y 'ye gore c¢oziilerek
zincir kuralimin uygulanmas: sonucunda elde edilen ifade ile aym oldugnnu
gosteriniz.

4-2.13. z,y,t € R ve n tam sayis1 igin f(tz,ty) = t"f(x,y) ise f ye
n. dereceden homogendir denir. f, n. dereceden homogen ise her (z,y) €
R? icin

a) ¢ fe(z,y) + yfy(, y) = nf(2,y)
b) 2% fax(,y) + 2fay(z,y) + ¥* f(z,y) = n(n — 1) f(z,y)

oldugunu gosteriniz.

4.2.14. Kenar @ olan bir kiipiin (zamana gore) kenarinin degisme oram
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2 em/dakika dir. Kiipiin kenari 4 ¢m. oldugunda hacminin artma oranim
(artma hizinm1) bulunuz.

4.2.15.. Bir aginin radyan 6lgtimii z, derece dlgiimii £° olsun. Bu takdirde

T o

“ T 180

dir. y = sinz ise dy/dt tiirevini hesaplayarak acilar radyan cinsinden ole-
menin matematikte neden daha uygun oldugunu aciklayimiz.

4-2.16. f=(f1,, f2) :R_,er — R2,

f(T’y) = (fl(-']:,'y),fQ(fL', y)) = ("L'Q - yg’gmy) = (U,’U)

ve g:R2 — R,
z = g(u,v) = 3u — v

olarak tanimlamyor. h = g o f ise 4 = 1,2 igin df;(3, 1;1, —2) yi bulunuz.

dg(s6)(df1, df2) = dhz1)(1, ~2)

veya _
[dg(s6) © dfiz1)] (1, -2) = dh31)(1, —2)

oldugunu gostererek 4.21. Teoremini dogrulayimz. .

4-3. Yonlii tiirev, gradyen vektdr ve seviye egrileri

Tek degigkenli fonksiyonun tanim kiimesindeki zp noktasina sagdan ve
soldan olmak fizere en fazla iki yolla yaklagilabilir. Bu durumda f’ (zg) tiirevi
ile  fi(zo) sag ve [/ (xp) sol tirev kavramlar soz konusu olur. Cok
degiskenli fonksiyonlarda durum oldukga farkhdir. Bu halde py noktasina
ok farkh yonlerden yaklagilabilir ve her bir halde farkli f(p)— f(pg) degisim-
leri elde edilebilir. Bu degigimler ||p — po|| ’a bagh oldugu kadar py ’a yak-
lagim yoniine de baghdir. Hatirlanacag gibi f,(z,y) kismi tiirevi, (z,) nin,
z-eksenine paralel y = b sabit dogrusu boyunca hareket ettiginde f(z,y) nin
degisim orany; fy(z,y) ise (z,y) nin, y-eksenine paralel z = a sabit dogrusu
boyunca hareket ettiginde f(z,y) nin degisim oramdir. Benzer sekilde fas
fy ve f: kasmi tiirevleri (z,y, z) nin -, y- ve z-eksenlerine paralel hareket
ettiginde f nin degisim oranlanidir. Adi tiirevin bu genellestirmesi bir cok
gaye icin yeterli olmakla beraber, herhangi bir yénde veya tzel bir yonde
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